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  Предлагаемое пособие относится к серии РЕШЕБНИК и посвя-
щено одним из важных и трудных разделов математического анализа –
векторной функции скалярного аргумента; линиям в пространстве; дли-
не дуги пространственной линии; поверхностям; скалярному полю; гра-
диенту; производной по направлению.
Пособие содержит около 100 задач, и все они взяты из популярного
"Сборника задач по математическому анализу" Г.Н. Бермана. Номера
этих задач указаны в практикуме в круглых скобках.
Такой ПРАКТИКУМ дает возможность студенту в условиях пере-
хода на кредитно-модульную систему обучения решать столько задач,
сколько ему необходимо, чтобы приобрести устойчивые навыки по ука-
занной тематике.
Пособие предназначено, в первую очередь, для студентов-ино-
странцев и будет полезно студентам всех инженерных специальностей
университета, а также молодым преподавателям.
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1. ВЕКТОРНАЯ  ФУНКЦИЯ  СКАЛЯРНОГО  АРГУМЕНТА
















Здесь u  и v  – векторные функции скалярного аргумента t.
Доказательство



































































vdu  0  ( 0u  при 0t , так
как  tuu   считается непрерывной векторной функцией скалярного
аргумента t), ч. т. д.
























































































2 (3361). Дано  trr  . Найти производные:
а)  2r
dt

































Применяем формулы предыдущего номера.










d 22  .
С другой стороны, 222 reerererrrr  (e  – орт).
Тогда
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3 (3362). Дано, что при всех значениях t векторы  tr  и 
dt
rd  коллинеар-










rd  коллинеарны вектору  tr .
Доказательство
Условие коллинеарности векторов  tr  и 
dt
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 и  r   коллинеарны и т. д.
Можно рассуждать иначе. Поскольку, с одной стороны, вектор 
dt
rd
направлен по касательной к годографу вектора r , а по условию 
dt
rd
и r , коллинеарны, то годографом r  есть прямая линия и, естественно,
dt










и т. д. между собою коллинеарны.
4 (3363). Доказать, что если r  функции  tr  остается постоянным
для всех значений t, то r
dt
rd
 . Каков геометрический смысл этого фак-
та? Имеет ли место обратная теорема?
Доказательство
Рассмотрим скалярное произведение const2  rrr . Тогда
02 
dt
rdr  и 
dt
rdr  . Годографом  tr  являются кривые, принадлежа-
щие сфере радиуса  trR  . Векторы 
dt
rd
, направленные по касатель-
ным к годографу, будут перпендикулярными к  tr .
Обратное утверждение также справедливо, что доказывается от
противного.
9
5 (3364). Дано tbtar  sin cos  , где a  и b  – постоянные вели-
чины. Доказать, что 1) ba
dt









rd  cos  sin   , векторное произведение  
dt
rdr
     ttaatbtatbta  sin cos  cos sin   sin  cos
 tbattbbtbatab  sin cos sin  cos sin 222
  battbatba    cos sin cos 222 .
2) tbta
dt
rd  sin cos 222
2
 ;





6 (3365). Доказать, что если e  – единственный вектор направления
E , то 2E
EdEede  .
Доказательство
eEeEE   ,  eEdEd  ,       edeEeEdeEEdE 2
2E
EdEede  , ч.т.д.
7 (3666). Доказать, что если tt ebear   , где a  и b  – постоян-
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rd     ; tt ebea
dt





  tttt ebeaebear
dt
rd , ч. т. д.
8 (3367).      ktzyxjtzyxitzyxu  ,,,,,, ,,,  , где x, y, z –




























































































































































































































 , где const , то годографом функции   tr





  является условием коллинеарности векторов
dt
rd
 и r . Вектор 
dt
rd  направлен по касательной к годографу функции
 tr , но поскольку 
dt
rd  и r  коллинеарны, то годографом функции  tr
является луч, выходящий из полюса.
11 (3370). Пусть функция  tr  определена, непрерывна и дифферен-
цируема в интервале  21, tt , причем    21 trtr  . Применить теорему
Ролля к функции ra , где a  – произвольный постоянный вектор. Объяс-
нить результат геометрически.
Решение
Теорема Ролля (о корнях производной): если функция  xf  непре-
рывна на  ba, , дифференцируема на  ba,  и на концах ax   и bx 
принимает равные значения, то существует, по крайней мере, одна такая
точка  bac , , что   0 cf .
1. Векторная функция скалярного аргумента
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Скалярное произведение  tfra  . По теореме Роля, существует,












В силу равенства    21 trtr   следует, что годограф  tr  есть зам-
кнутая линия. Поскольку  
dt
rda  , то на этой линии найдется такая
точка , в которой касательная перпендикулярна к любому наперед за-
данному направлению a .
12 (3371). Дан радиус-вектор движущейся в пространстве точки
 2,cos,sin bttatar   (t – время, a и b – постоянные). Найти годографы
скорости и ускорения.
Решение
Годограф скорости  bttata
dt
rdv 2,sin,cos  – винтовая линия;
годограф ускорения  btata
dt
vdw 2,cos,sin  – окружность.
13 (3772). Найти траекторию движения, для которого радиус-век-
тор движущейся точки удовлетворяет условию ra
dt
rd
 , где a  – по-
стоянный вектор.
Решение
Скалярное произведение   0 raa
dt
rda  и   0 rar
dt
rdr ,
так как углы     90^ raa  и     90^ rar .
Из   0
dt
rda 1const cra  . Если в последнем равенстве поло-
жить  nmla ,, ,  zyxr ,, , получим  01  cnzmylx –  уравнение
плоскости.
13
Из   0
dt
rr  0const 2
2  cr , откуда
2
222 czyx   – уравнение сферы. Искомая
траектория – окружность, плоскость которой пер-
пендикулярна вектору a .
14 (3773). Материальная точка движется по
закону 20 2
1 tgtvr   ( r  – радиус-вектор этой точки в момент t; 0v
и g  – заданные векторы). Показать, что
1) кинетическая энергия материальной точки есть квадратичная
функция времени:
2
2mvT  ;   20 2
1 tgtvrx xxx  ;    
2
0 2
1 tgtvry yyy 
Так как  0xg , gg y  ,
xx vdt
dxv 0 ;     gtvdt
dyv yy  0 ;
  20222020222 2 vtgvtggtvvvvv yyxyx  ;
 2022 22 vtgvtg
mT y  ,
2) 0v  – начальная скорость, т. е. значение вектора скорости в мо-












1 .     При 0t  00 vv t  ;
3) движение происходит с постоянным ускорением, равным векто-
ру g :
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4) движение происходит по параболе (если векторы  0v  и g  не кол-





 ;     20 2
1 gttvry yy  .

















y   –






























1,01 , ее ветви
направлены вверх, т. е. ось параболы параллельна вектору g , который
направлен вертикально вниз.
15 (3774). Закон движения материальной точки задан формулой
ctbtar  sin cos , где векторы a  и b  взаимно перпендикулярны.
Определить траекторию движения. В какие моменты скорость движе-
ния будет экстремальной? В какие моменты ускорение будет экстре-
мальным?
Решение
Расположим ось Ox вдоль век-
тора a , Oy – вдоль вектора b .
Найдем проекции:
xx ctarx  cos ;
yy ctbry  sin ;


















Параметрические уравнения кривой: tax cos , tby sin . Это эл-
липс с полуосями a и b.
Найдем экстремальные значения
скорости:
tavx sin , tbvy  cos , 0zv ;















dv  при  kt2  zk  ;

2
kt ; 01 t ; 23,2

t , …
Точки экстремума вычисляем с помощью таблицы
1. Векторная функция скалярного аргумента




t  0x , 0y , т. е. в точке  bB ,0  будет максимум скоро-
сти.
Теперь найдем экстремальное значение ускорения:
tawx cos ; tbwy sin ; 0zw .
Аналогично можно показать, что в точке  0,aA  будет max ускоре-
ния, а в точке  bB ,0  – min ускорения.
16 (3375).Формулы преобразования декартовых координат в сфери-
ческие имеют вид  cossinx ,  sinsiny ,  cosz , где  –
расстояние данной точки от полюса;  – ее широта;  – азимут или
16 Векторная функция скалярного аргумента
долгота. Найти компоненты скорости движения материальной точки в на-
правлениях единичных ортогональных векторов e , e  и e .
Решение
  ee ,   ee ,   ee  и e
лежит в плоскости Oxy.
 jie  sinsin cossin
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2. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ  ЛИНИИ
В задачах 17(3376)–24(3383) составить уравнение касательной пря-












234 tttr , т. е. 
4
4tx  , 
3
3ty  , 
2
2tz   в произвольной точке.
Решение









xx 000  .
Здесь x, y, z – текущие координаты на касательной, а x0, y0, z0 –







берутся в точке касания:
dttdx 3 ; dttdy 2 ; tdtdz  ;
      dttttdzdydxds 1242222  .




















  00  zzds
dz .
19
В нашем случае имеем 
234
246
2 tttztyxt  .


















2 kaaM . Доказать, что касательная во всех точках линии
составляет с осью Oz один и тот же угол.
Решение




























































































































































































































19 (3378). atx  , 2
2
1 aty  , 3
3
1 atz   в точке  aaaM 72,18,6 .
Решение
 ata6  6t ;     adtdx  ;     atdtdy  ;     dtatdz 2 .
  aMdx  ;     aMdy 6 ;     aMdz 36 .





186 azayax  .
21
Уравнение касательной плоскости:







   или   azyx 2706366  .
20 (3379). ttx sin ,  ty cos1 ,  
2





















tdx  cos1 ;   tdy sin ;   
2
cos2 tdz  ;



















21 (3380). 2522  zy , 1022  yx  в точке  4;3;1M .
Решение
Запишем уравнения данных круговых цилиндров таким образом:
  25,, 221  zyzyxF ;   10,, 222  yxzyxF .
2. Пространственные линии
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Уравнение касательной прямой к линии пересечения поверхностей























































01 xF ; yF y 21  ; zF z 21  .
xF x 22  ; yF y 22  ; 02 zF .
В точке  4;3;1M  эти производные равны соответственно: 01 xF ;




1  ;   1620
08
2  ;   1262
60
3  .





























 или 0123412  zyx .
22 (3381). 4732 222  zyx ; zyx  22 2  в точке  6 ;1 ;2M .
Решение
  4732,, 2221  zyxzyxF ;
  zyxzyxF  222 2,, .
23
xF x 41  ; yF y 61  ; zF z 21  .
xF x 22  ; yF y 42  ; 12 zF .
В точке M эти производные равны соответственно:
81 xF ; 61 yF ; 121 zF .























































 или 0242827  zyx .
23 (3382). 222 zyx  ; yx   в точке  000 ,, zyxM .
Решение
  2221 ,, zyxzyxF  ;       yxzyxF ,,2 .
xF x 21  ; yF y 21  ; zF z 21  .
12 xF ; 12 yF ; 02 zF .
В точке M производные равны соответственно:
01 2xF x  ; 01 2 yF y  ; 01 2zF z  .
12 xF ; 12 yF ; 02 zF .
2. Пространственные линии



























































       0222 0000000  yxzzzyyzxx ;









24 (3383). 333 azx  , 333 bzy   в произвольной точке  zyxM ,, .
  3331 ,, azxzyxF  ;     3332 ,, bzyzyxF  .
2
1 3xF x  ; 01 yF ;
2
1 3zF z  .
02 xF ;
2









































































25 (3384). На линии  tettr ,sin,cos  найти точку, касательная в ко-
торой параллельна плоскости 043  yx .
Решение
Направляющий вектор касательной к данной кривой







Нормальный вектор плоскости  0,1,3n .


































В задачах 26 (3385)–28 (3387) составить уравнения соприкасающейся
плоскости, главной нормали и бинормали к данным линиям в указанных
точках.
Дадим некоторые определения.
Касательной к линии в данной точке M называется предельное
положение секущей, проходящей через данную точку M и бесконечно
близкую к ней точку линии.
Соприкасающейся плоскостью в данной точке M называется пре-
дельное положение плоскости, проходящей через касательную в данной
точке и через бесконечно близкую к M точку кривой.
2. Пространственные линии
26 Векторная функция скалярного аргумента
Всякая прямая, проходящая через данную точку M пространствен-
ной кривой и перпендикулярная касательной в этой точке, называется
нормалью.
Главной нормалью пространствен-
ной кривой в данной точке называется
та нормаль, которая лежит в соприкаса-
ющейся плоскости.
Бинормалью называется та нор-
маль, которая перпендикулярна соприка-
сающейся плоскости.
Во всякой неособой точке
 xyxM ,,  пространственной кривой
 trr   можно построить три взаимно перпендикулярных вектора:
dt






rdB   – направляющий вектор бинормали;























n  ; n .
27
Трехгранник с вершиной в точке M0, ребрами которого служат ка-
сательная, главная нормаль и бинормаль, называется естественным







xx 000  ,                                 (1)
где x, y, z – текущие координаты точки главной нормали; Nx, Ny, Nz –







xx 000  .                              (2)
Уравнение соприкасающейся плоскости:
      0000  zzByyBxxB zyx .                     (3)
Уравнение спрямляющей плоскости:
      0000  zzNyyNxxN zyx .                      (4)
26 (3385). xy 2 , zx 2  в точке  1;1;1 .
Решение














Удобно рассматривать вместо векторов 
dt




 dzdydxrd ,,  и  zdydxdrd 2222 ,, , причем можно считать одну из
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022 22  yddy ;     22
4















  222 2,
4
1,0 dxdxrd .
Заменим эти векторы коллинеарными им:  4;1;2  и  8;1;0  .













уравнение соприкасающейся плоскости, по (3):     1816 yx
  01  z  или 0386  zyx ;

















































 , а подставив z во второе, будем иметь t
a
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Для записи требуемых уравнений воспользуемся векторами










 ;;;; 000 , коллинеар-
ными векторам бинормали и нормали соответственно.
Уравнение соприкасающейся плоскости согласно (3):
    000  yyaxxb .






























28 (3387).  2,, teer tt   в точке  2,, 1ee .
Решение
Запишем
ktjeier tt 2  ;   kjeie
dt
rd tt 2  ;  kjeie
dt

















































При 1t  имеем ex  , 
e
y 1 , 2z , тогда уравнение соприкасаю-



















, или 0221  zeyx
e
.






























  zeyex .
















29 (3388). Показать, что касательные, главные нормали и бинорма-
ли линии  ttt eteter ;sin;cos  составляют постоянные углы с осью Oz.
Решение
    ttt ettette
dt
rdT ;cossin;sincos  .
Рассмотрим вектор  1;cossin;sincos0 ttttT  , коллинеарный








T const7,54 T .
2. Пространственные линии
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B const3,35 B .




















N const90 N .
В задачах 30 (3389)–33 (3392) составить уравнения касательной пря-
мой, нормальной плоскости, бинормали, соприкасающейся плоскости,
главной нормали и спрямляющей плоскости к данным линиям в указан-
ных точках.
30 (3389). 2tx  , ty 1 , 3tz   в точке  1;0;1 .
Решение

























Уравнение нормальной плоскости:     01312  zyx  или
0532  zyx .



































Уравнение соприкасающейся плоскости, по (3):





















    0191118  zyx  или 019118  zyx .
31 (3390). 3222  zyx ; 222  yx  в точке  1;1;1 .
Решение
  3,, 2221  zyxzyxF ,   2,, 222  yxzyxF .
2. Пространственные линии
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xF x 21  ,   yF y 21  ,   zF z 21  .
xF x 22  ,   yF y 22  ,   02 zF .
Производные в точке  1;1;1 : 21 xF , 21 yF , 21 zF , 22 xF ,





























































Уравнение нормальной плоскости:     01111  yx  или
0 yx .
Дифференцируя данные уравнения поверхностей и считая x незави-
симой переменной, получим:
0 dzzdyydxx  и 0 dyydxx ;
022222  zdzdzydydydx ;
0222  ydydydx .
При 1x , 1y , 1z  имеем:
222222 2dxdxdxdydxyd  ;
022  dzzd .
Следовательно,  0,, dxdxrd  ;  0,2,0 22 dxrd  .
35
Заменим эти векторы векторами, коллинеарными им  0;1;1 
и  0;2;0  . Отсюда






































Уравнение соприкасающейся плоскости, по (3):
      0111010  zyx  или 1z .
























Уравнение спрямляющей плоскости, по (4):     01111  yx
или 02  yx .
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 zyx  или













































 zyx , или
0224313  zyx , или 0224313  zyx .
33 (3392).  162,13,5 3223  ttttr  в точке, соответствующей
значению параметра 2t .
Решение аналогичное предыдущему.
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Уравнение соприкасающейся плоскости: 020326  zyx .










Уравнение спрямляющей плоскости: 081263  zyx .
34 (3393). Показать, что линия  2;13;32 tttr   имеет во всех

















Уравнение соприкасающейся плоскости, по (3):
    046 00  yyxx .
В произвольной точке, принадлежащей линии r :
32 00  tx ,   13 00 ty     0134326 00  tytx    или
0412181246 00  ttyx ;
 02246 yx 01123  yx , т. е. линия целиком лежит в этой
плоскости.
35 (3394). Доказать, что линия  ,, 22221121 ctbtactbtar 
3323 ctbta   плоская, и составить уравнение той плоскости, в которой
она расположена.
Решение
     kbtajbtaibta
dt
rd





















































010 ctbtax  ,
202
2
020 ctbtay  , 303
2












































































































Применив свойства определителей к левой и правой частям последне-
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Как видим, уравнение соприкасающейся плоскости одно и то же для
всех точек линии. В ней лежит данная линия  trr  .
36 (3395). Найти радиус кручения линии  tttr ch;sin;cos .
Решение








где  – угол поворота бинормали, соответствующий дуге MN. Величи-
на  называется радиусом кручения кривой.




















где знак "минус" берется в том случае, когда векторы 
ds
d  и r  имеют
одинаковое направление, и знак "плюс" – в противном случае.





















где t – произвольный параметр.
 ttt
dt


































ttttttttttt sh2shcoschcossinshsinchcossin 22  .























    tttttttttttt 22222222 shchsinshchcos1chsinshchsincos2













37 (3396). Найти радиус кривизны линии  tttr 2;sinln;cosln ;
2
0  t . Показать, что кручение в любой ее точке равно кривизне
в этой точке.
Решение
Кривизна K пространственной кривой определяется аналогично кри-
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Кручение и кривизна численно равны.
38 (3397). Показать, что для линии  ttt eteter ;sin;cos  (см. зада-
чу 29 (3388)) отношение кривизны к кручению остается постоянным.
Решение
Аналогично предыдущему примеру
    ttt ettette
dt
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       23 sincos2cossincos4sincossin4 tttttttte t
      tttttttt sincossin2sincoscos2cossin2 2
       tttttttte t cos2sinsincos2sin2cossincos23
       tttttetttt t cossin2sincos4cos2cossin2sincos2 2322
 tttttttttt sincos4cos2cossin4cos4sin2sincos2sin4 2222


















 ;     const2 

K .
39 (3398). Как выражается кривизна пространственной линии, за-
данной уравнениями  xy  ,  xz  ?
Решение
Для произвольной точки     xxxM  ,,  кривой радиус-вектор за-
пишется:  zyxr ,, , где  xy  ,  xz  .
45

















  222 yzyzzy  ;   221 zyr 








40 (3399–3400). Выразить , n ,   через производные радиус-век-
тора точки на кривой  trr  .
Решение
Орты трехгранника Френе , n , 
и пространственная кривая L (ее радиус-
вектор в точке M  trr  ) изображены
на рисунке.




 .  Если
  kzjyixtr  , то дифференциал дуги  dtzyxds ttt 222
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Прямая, имеющая направление вектора 
ds
d  и проходящая через со-
ответствующую точку кривой, называется главной нормалью кривой
в данной точке. Единичный вектор этого направления обозначим через












  – кривизна кривой L в точке M. Вектор n




n  1 .
Плоскость, проходящая через касательную прямую и главную нор-
маль к заданной кривой в точке M, называется соприкасающейся плос-
костью.
Нормаль к кривой, перпендикулярная к соприкасающейся плоско-
сти, называется бинормалью. Единичный вектор бинормали обозначим
через   и определим как n . Аналогично n ,  n , т. е.


















 ^sin . По правилу дифферен-














































































































































































 n , n , n .





d ,   n
ds
nd
 ,   
ds
d .              (5)
Решение
Отнесем кривую L к параметру s,




 s ,    snn  ,    s .
Формулы Френе характеризуют
вращение сопровождающего трехгранника , n ,   при движении точки
касания вдоль пространственной кривой и дают разложение производ-
ных от указанных векторов по дуге s, т. е.  , n ,   по самим этим
2. Пространственные линии




















lim , где s – путь, пройденный по кривой,
из данной точки;  – угол соответствующего поворота касательной :
 – кручение в данной точке. Вектор  s  – вектор угловой скорости
трехгранника , n , . Разложим его по векторам , n  и  :
 n .





















Из сравнения формул (6) и (7) получаем:  , 0 ,  . Следо-
вательно,
 .
Как видим, вектор угловой скорости   лежит в плоскости , n  и 
разлагается лишь на две составляющие   и  .
49
3. ДЛИНА  ДУГИ  ПРОСТРАНСТВЕННОЙ  ЛИНИИ
В задачах 42(3402)–49(3409) найти длину дуги линий.
42 (3402).  2,ln,2 tttr   от 1t  до 10t .
Решение






























 ;   



































































































44 (3404).  ttt eteter ,sin,cos  от точки  1;0;1  до точки, соот-
ветствующей параметру t.
Решение
tetex ttt sincos  , tetey
tt
t cossin  , tt ez  . 
222
ttt zyx






45 (3405). yx 32  , zxy 92   от точки  0;0;0  до точки  2;3;3 .
Решение
Данная линия – пересечение параболического цилиндра yx 32 
с "седлом" zxy 92  .
Перейдем к параметрическому заданию линии: пусть tx  , тогда
3
2ty  ; 3
27
2 tz  .









































   ttdttl .
51






















txt  ; a
tyt 2







































47 (3407).  24 zyax  , 222 334 zyx   от начала координат до
точки  zyx ,, .
Решение








































































3. Длина  дуги  пространственной  линии






























   







2ln  от начала координат до точ-
ки  zyx ,, .
Решение
Примем переменную x за параметр ( ax 20  ). Тогда

















































































































































0 ax . Тогда










































































































3. Длина  дуги  пространственной  линии
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4. ПОВЕРХНОСТИ
В задачах 50(3410)–59(3419) для данных поверхностей найти урав-
нения касательных плоскостей и нормалей в указанных точках.
50 (3410). 22 42 yxz   в точке  4;1;20M .
Решение
Если уравнение поверхности задано в виде  yxfz , , то уравнение
касательной плоскости в точке  000 , yxM  примет вид
     0000000 ,, yyyxfxxyxfzz yx  ,
а нормали




















Значение производных в точке М0: xzx 4 ; yzy 8 ;   80  Mzx ;
  80  Mzy .
Уравнение касательной плоскости:















51 (3411). xyz   (гиперболический параболоид) в точке  1;1;10M .
Решение
yzx  , xzy  ,   10  Mzx ,   10  Mzy .
Уравнение касательной плоскости:

































ax  или ax  , ay  .
Положим 0a .

















0  Mzx ;   5
11
0  Mzy .
Уравнение касательной плоскости:
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54 (3414). 
x











 ; 22 yx
xzy 
 ;  
2
1
0  Mzx ;   2
1
0  Mzy .
Уравнение касательной плоскости:



































































Для неявного задания уравнения поверхности   0,, zyxF  уравне-
ние касательной плоскости в M0:
         0000000  zzMFyyMFxxMF zyx .
Уравнение нормали в точке M0:























xFx  ,  2
2
b
yFy  ,  2
2
c
zFz  ;   aMFx 3
32



















































































































56 (3416). 06333  xyzzyx  в  1;2;10 M .
Решение
yzxFx 
23 ; xzyFy 
23 ; yzzFz 
23 ;   10  MFx ;   110  MFy ;
  50  MFz .
Уравнение касательной плоскости в точке M0:
    0152111  zyx  или 018511  zyx .











57 (3417). 014443 3234  xzxyzzyx  в точке  1;1;10M .
Решение
323 4412 zyzxFx  ; xzzyFy
22 412  ; xzxyzyFz
23 1284  ;
  120  MFx ;   80  MFy ;   80  MFz .
4. Поверхности
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Уравнение касательной плоскости в точке M0:
       0121213 zyx 01223  zyx .















58 (3418).   5522  yxyzxz  в точке  2;1;10M .
Решение
yzxyzFx
23 3 ;   422 5yxzxzFy  ; yxxyzFz 323  ;
  20  MFx ;   10  MFy ;   110  MFz .
Уравнение касательной плоскости в точке M0:
      0211112  zyx  или 025112  zyx .












59 (3419). zyxzyx  2224  в точке  6;3;20M .







xFx ; 1222 

zyx







0  MFx ;   7
4
0  MFy ;   7
1
0  MFz .
Уравнения касательной плоскости в точке M0:
      063425  zyx  или 02845  zyx .
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xFx  ; 2
2
b
yFy  ; 2
2
c
zFz  ;   200
2
a








Уравнение касательной плоскости в точке M0:






















































61 (3421). К эллипсоиду 12 222  zyx  провести касательную
плоскость, параллельную плоскости 02  zyx .
Решение
  12,, 222  zyxzyxF ; xFx 2 ; yFy 4 ; zFz 2 .  Если
 0000 ,, zyxM  – точка касания плоскости к эллипсоиду, то   00 2xMFx  ;
  00 4yMFy  ;   00 2zMFz  . Согласно (8) уравнение касательной плос-
кости может быть записано так:
012 000  zzyyxx .                                (9)
4. Поверхности
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0  zyx .                                    (10)







000 kx 0 , ky 2
1
0  , kz 20  . Подставим эти
значения в (10):  14
2
1 222 kkk 1
2
11 2 k , 
11
2










0 y , 11
220 z . Подставив эти значения в (9), полу-
чим 
2
112  zyx . Для 
11
2
2 k  получим второе уравнение:
2
112  zyx .












x  провести касательную
плоскость, отсекающую на полуосях координат равные отрезки.
Решение
Если  000 ,, zyx  – точка касания, то, согласно (8), уравнение каса-
































































a 222 cbak  . Подставив значения x0, y0, z0 и k
в уравнение касательной плоскости, окончательно получим
0222  cbazyx .













 , тогда   xufz  ,     xux uufxufz  ,   yuy uufxz  ,
2x
yux  , x
u y
1






u ,    00 ufMz uy  . Уравнение касательной плоскости в точке M0:










 .            (11)
Так как точка  0000 ,, zyxM  принадлежит поверхности, то
  000 xufz  . Если предположить, что все касательные плоскости пере-
секаются в начале координат  0;0;0O , то из (11) будем иметь
      0000000 ufyufyufxz uu  000 ufxz  .
Наше предположение справедливо.
64 (3425). Написать уравнение касательной плоскости и нормали
к шару  22,sin,cos uavuvur   в точке  0000 ,, zyxr .
Решение
kuajvuivur  22sincos  – это уравнение сферы в век-
торно-параметрической форме. Здесь любой точке   DvuM ,*
4. Поверхности
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соответствует точка  zyxM ,,  на поверхности   0,, zyxF . В дифферен-
циальной геометрии доказывается, что при указанных условиях главная


































































































































Справедливость последнего равенства вытекает из свойства про-











 , и наоборот.
63
Уравнение касательной плоскости:
       0000000 zzzyyyxxx 2000 azzyyxx  .
65 (3426). Написать уравнение касательной плоскости и нормали
к гиперболическому параболоиду     uvvubvuar ,,   в произвольной
точке  000 ,, zyx .
Решение
kvjbiaru  ; kujbiarv  .







Уравнение нормали в точке  0000 ,, zyxM :
















































































       02 00000 zzabyyyb
axxx
a
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Примечание. Если  vuax  ;  vuby  ; uvz  , тогда уравне-









66 (3427). Доказать, что поверхности axzyx  222  и  22 yx
ayz  2  ортогональны друг другу.
Доказательство
Требуется доказать, что в точке пересечения  0000 ,, zyxM  поверх-
ностей нормали к поверхностям взаимно перпендикулярны.
Для первой поверхности   axzyxzyxF  222,,  частные про-
изводные:   axMFx  00 2 ,   00 2yMFy  ,   00 2zMFz  .
Для второй поверхности   ayzyxzyxF  222,, :   00 2xMFx  ,
  ayMFy  00 2 ,   00 2zMFz  .
Уравнение нормального вектора первой поверхности:
 0001 2;2;2 zyaxN  ; для второй поверхности:  0002 2;2;2 zayxN  .























    
ayzyxaxzyx . Значит, 21 NN  .
67 (3428). Показать, что касательная плоскость к поверхности
3axyz   в любой ее точке образует с плоскостями координат тетраэдр
постоянного объема. Найти этот объем.
Решение
Уравнение поверхности:   3,, axyzzyxF  . Пусть  0000 ,, zyxM  –
точка касания касательной плоскости. Частные производные:
  000 zyMFx  ,   000 zxMFy  ,   000 yxMFz  . Уравнение касательной
плоскости в точке M0:
       0000000000 zxzzzxyyzyxx 3000000 3azyxyzxxzy  .
65
Находим отрезки, отсекаемые касательной плоскостью на осях ко-
ординат:



































 , т. е. каса-
тельная плоскость образует тетраэдр постоянного объема 3
2
9 aV  .
68 (3429). Показать, что касательная плоскость к поверхности
azyx   отсекает на координатных осях отрезки, сумма ко-
торых равна a.
Решение





































Находим отрезки, отсекаемые касательной плоскостью на осях ко-
ординат:
1) 0x , 0y :
222
000 yxzz  ;
2) 0x , 0z :
222
000 zxyy  ;
4. Поверхности
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3) 0y , 0z :
222
000 zyxx  .
Следовательно, azyxzyx  000 .
69 (3430). Для поверхности xyz   ("седло") написать уравнение ка-














Параметрические уравнения прямой: 22  tx , 2 ty , 1 tz .
Подставляем полученные значения в уравнение поверхности:










11 t , 2
3
2 t .
Точки пересечения прямой с поверхностью и уравнения касатель-
ных плоскостей:
01 x , 11 y , 01 z ;      001112 zyx 12  zyx ;
12 x ,  2
1
2 y ,  2
1















22  zyx .
70 (3431). Показать, что для поверхности yzyx  222  длина
отрезка нормали между поверхностью и плоскостью xOy равна рассто-
янию от начала координат до следа нормали на этой плоскости.
Решение
  yzyxzyxF  222,, ;   00 2xMFx  ;   12 00  yMFy ;



















  или, в параметриче-
ской форме: 002 xtxx  ,   00 12 ytyy  , 002 ztzz  .
В точке пересечения нормали с плоскостью xOy (z = 0) имеем
 0020 ztz 2
1
t .
Координаты следа нормали: x = 0, 
2
1
y , z = 0. Длина отрезка нор-


























yzyx . Расстояние от начала координат  0;0;0O




102d 21 dd  .





 yzx  в любой его точке
 zyxP ,,  образует равные углы
с прямыми PA и PB, если  0;4;0 A
и  0;4;0B .
Решение
Пусть нормаль проведена в точке






zyxzyxF ,  
9
2 0xPFx  ,   25
2 0yPFy  ,   9
2 0zPFz  . Тог-












2 000 zyxN .
4. Поверхности
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Обозначим ayx  20
2
0 , by 025




























Возведя обе части в квадрат, можно убедиться в правильности по-
следнего равенства. Например, если положить 20 x , 30 y , 5
44
0 z ,
тогда 6839,0coscos 21  . Итак, 21  .
72 (3434). К поверхности 0322  zyx  провести касательную





 0000 ,, zyxM  – точка касания искомой плоскости к поверхности.
  00 2xMFx  ;     00 2yMFy  ;     30  MFz .
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Уравнение касательной плоскости:
      0322 00000  zzyyyxxx .

































Последнее уравнение получим из условия перпендикулярности век-
торов  3;2;2 00  yx  и  2;1;2 .
Из системы получаем: 20 x , 10 y , 10 z .
Уравнение искомой плоскости:
3324  zyx .
73 (3435). На поверхности 1246222  zyzyx  найти точки,
в которых касательные плоскости параллельны координатным плоско-
стям.
Решение
Уравнение поверхности:  zyxF ,,
1246222  zyzyx .  Частные
производные: xFx 2 ,  62  yFy ,
42  zFz . Если  0000 ,, zyxM  –  точка
касания на плоскости, то уравнение ка-
сательной плоскости:
        042622 000000  zzzyyyxxx  или
        023 000000  zzzyyyxxx  (плоскость ).
4. Поверхности
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Нормальный вектор плоскости  2,3, 000  zyxN .
Рассмотрим три случая:
1) xOy|| : 0xF  и  0yF 0x , 3y . Эти значения подставим
в уравнение поверхности:  124189 2 zz 02142  zz ;
5221422,1 z ; 71 z ; 32 z .
2) yOz|| : 0yF  и  0zF 3y , 2z . Из уравнения поверхно-
сти получим  12818492x 252 x , 5x .
3) xOz|| : 0xF  и   0zF 0x , 2z . Из уравнения поверхности
получим 128642  yy ,  01662 yy  5316932,1 y ;
81 y , 22 y .
Таким образом, касательная плоскость к поверхности
1246222  zyzyx  параллельна плоскости xOy в точках  3;3;0
и  7;3;0  ; плоскости yOz – в точках  2;3;5   и  2;3;5  ; плоскости
xOz – в точках  2;2;0   и  2;8;0  .
74 (3436). Составить уравнение касательной плоскости к поверхно-
сти vux  , 22 vuy  , 33 vuz   в произвольной точке. Выразить
коэффициенты этого уравнения:
а) через значения параметров u0 и v0;
б) через координаты x0, y0, z0 точки касания.
Решение
Уравнение касательной плоскости в точке  0000 ,, zyxM :

















































Тогда, определив значения A, B и C в точке M0, находим:
           20200000000000 36 vuyvuvuvuxuvvu
     02 303000  vuzuv ;





0  vuv ;
  033236 30302000200000  vuvuvuzyvuxvu ;
     04236 200020000000  vvuuvuzyvuxvu .
Таким образом, уравнение касательной плоскости имеет вид:














yxvu  .    xyx 0203
   0223 020000  yxyxzyx  или
  032233 00300020  yxxzyxxyx .
75 (3437). Найти геометрическое место оснований перпендикуля-
ров, опущенных из начала координат на касательные плоскости к пара-
болоиду вращения 222 yxpz  .
Решение
  pzyxzyxF 2,, 22  ;  0000 ,, zyxM  – точка касания плоскости
к поверхности, и в этой точке   00 2xMFx  ;   00 2yMFy  ;   pMFx 20  .
Уравнение касательной плоскости:
      000000  zzpyyyxxx .
4. Поверхности
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Уравнение прямой, проходящей через  0;0;0O  перпендикулярно ка-
сательной плоскости и параллельно ее нормальному вектору











txx 0 ;   tyy 0 ;   ptz  .


































Найдем связь между x, y и z, т. е. геометрическое место оснований
перпендикуляров на касательной плоскости. Из предыдущих равенств вы-




































2 . Так как точка  0000 ,, zyxM  при-
надлежит поверхности pzyx 222  , то   02,, 02020000  pzyxzyxF ,
откуда










































































































    02 22222  zyxzyxp .
4. Поверхности
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5. СКАЛЯРНОЕ  ПОЛЕ
5.1. Градиент
76 (3439). 1)   132, 2  yxyxyx . Найти проекции градиента
в точке  2;1 .
2) 232 35 yxyyxu  . Найти проекции градиента в произвольной
точке.
Решение

































































 ,   yxyx
y




 yxyxyxyu 295;310grad 223  .
77 (3440). 1) 22 yxz  . Найти zgrad  в точке  2;3 .
2) 224 yxz  . Найти zgrad  в точке  1;2 .
3) 
x

































































































































77 (3441). 1) Найти наибольшую крутизну подъема поверхности
 22 4ln yxz   в точке  100ln;4;6 .
2) Найти наибольшую крутизну подъема поверхности yxz   в точ-
ке  4;2;2 .
Решение

















































342,032,012,0gradtg 22  z ; 2518342,0arctg   .
5. Скалярное поле




























87,4773,24gradtg 22  z , 427887,4arctg   .
78 (3442). Каково направление наибольшего изменения функции











































Направление наибольшего изменения функции в начале
координат определяется градиентом функции в этой точке, т. е.
jkji  010grad  (отрицательная полуось y).




 arcsin . Найти угол между градиентами этой
функции в точках  1;1  и  4;3 .
2) Даны функции 22 yxz   и xyyxz 33  . Найти угол меж-






































































































   3232
grad 1,1
jiz  ;





































































































9grad 22  yx .   01,3
16










 ,   03101199,0arccos  .
5. Скалярное поле
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1 x , 3
7
2 x .




















81 (3445). Доказать следующие соотношения ( и  – дифференци-
руемые функции, с – постоянная):
1)    gradgradgrad .



















































3)  gradgrad cc .




























4)  gradgradgrad .









































































5)     gradgrad 1nn n .























6)       gradgrad .
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83 (3447).   zyxzyxu 22,,  .  Найти проекции ugrad  в точке
 000 ,, zyx .
Решение













































84 (3448). Показать, что функция  222ln zyxu   удовлетворя-


























































































































 grad , ч. т. д.
86 (3450). Использовать доказанное в предыдущей задаче соотно-
шение для нахождения градиента функции: 1) 2rf  ; 2) rf  ;
81
3)  2rFf  ; 4)   rbraf  ; 5)  cbaf  ; где a  и b  – постоянные
векторы.
Решение
1) kzjyixr  ,  2222 zyxrrr  ,      jyixr 2grad 2
 rkz 2 .










































  ( 2222 zyxru  ).































             rbkajaiakrabrbajrabrba
a
zyxzzyy   
      rabrbarakbjbib
b
zyx    
.















82 Векторная функция скалярного аргумента
5.2. Производная по направлению
87 (3451). 1) Найти производную функции 133 223  xyyxxz
в точке  1;3M  в направлении, идущем от этой точки к точке  5;6K .
2) Найти производную функции xyz arctg  в точке  1;1M  в на-
правлении биссектрисы первого координатного угла.
Решение

























 4;3MK , 5169 MK ; 
5
3cos  , 
5
4





























































































88 (3452). Найти производную функции  yxz  ln  в точке  2;1 ,


































































89 (3453). Найти производную функции 
x











принадлежащей окружности 0222  xyx , по направлению этой
окружности.
Решение














































































x  30 ;
2
3
cos  , 
2
















Замечание. Если движение по окружности будет против хода часовой
стрелки и нужно брать вектор ANl  , то  180  и cos
 
2
3cos180cos  ,   180  и   180coscos
2




















  в любой точ-
ке эллипса 12 22  yx  по направлению нормали к эллипсу равна нулю.
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Доказательство
Уравнение нормали к эллипсу в произволь-
ной точке  000 , yxM :









Находим угловой коэффициент касательной
к эллипсу в точке M0:
024  yyx ;   
y










































02cos  ; 
N





















































90 (3455). 1) Найти производную функции xyzzxyu  32  в точке
 2;1;1M  в направлении, образующем с осями координат углы соответ-
ственно 60°, 45°, 60°.
2) Найти производную функции xyzw   в точке  2;1;5A  в направ-
лении, идущем от этой точки к точке  14;4;9B .
85
Решение








































2)  12;3;4AB , 13144916 AB . 
13





















91 (3456). Найти производную функции 222 zyxu   в точке  3;1;1 A
в направлении, идущем от этой точки к точке  1;1;0B .
Решение


































  62 22  Azyx ;  2;2;1 AB ; 3AB ; 3































 , где 222 zyxr  .
5. Скалярное поле




























































93 (3458). Доказать, что производная функции  zyxfu ,,  в на-
правлении ее градиента равна модулю градиента.
Доказательство

























u  и при 0 , когда направле-





94 (3459). Найти производную функции 
r
u 1 , где 2222 zyxr  ,
в направлении ее градиента.
87
Решение
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